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L’assicurazione e l’avversione al ri-
schio

1.1 Rischio e «stati del mondo»

Ci interessiamo qui di scelte economiche da effettuare nel presente i cui risultati
si avranno nel futuro. Almeno per ora limiteremo ’analisi a due momenti: il
presente (rappresentato dal tempo t) e il futuro (rappresentato dal tempo ¢+ 1).

Il valore di una variabile al tempo ¢ & conosciuto (deterministico), mentre il
suo valore in ¢t 4+ 1 pud assumere valori diversi a seconda di cid che accadra nel
futuro.

Possiamo immaginare le scelte in un contesto rischioso come se si trattasse
di giochi sequenziali in cui noi muoviamo per primi al tempo ¢ e poi, al tempo
t + 1, la «natura» (o il «caso») decide che cosa accade. Al tempo ¢ noi non
conosciamo che cosa accadra in ¢ + 1, ma facciamo l’ipotesi di conoscere tutti
i casi che si possono verificare. Ci troviamo, quindi, nella stessa condizione di
chi gioca alla roulette: non si sa su quale numero finira la pallina, ma si sa per
certo che potra uscire solo un numero naturale compreso tra 0 e 36.

Tutti i casi che si possono verificare in ¢ + 1 si chiamano «stati del mondo»
e ognuno di essi si puo verificare con una certa probabilita.

Chiamando X; il valore al tempo t della variabile che ci interessa, il suo
valore in ¢ + 1 si pud rappresentare nel modo seguente:

Xiy11 1

Xiy12 D2
Xy =4

Xiy1i  pi

Xiv1k Dk
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dove X;11; € il valore della variabile nello stato del mondo % che si verifica con
probabilita p;.
Le probabilita devono rispettare le due proprieta seguenti:

pi>0,ie{1,2,... .k},

k
Zpi =1
i1

In questo contesto il valore atteso della variabile X;,;, calcolato al tempo ¢,
é dato da

k
Bt [Xer1] = > Xeripi-
i—1

1.2 1l valore del denaro nel tempo

Uno stesso importo di denaro disponibile in ¢ oppure in ¢ 4+ 1 non ¢ indifferente
per un soggetto economico. Possedere 100 euro in ¢ oppure 100 euro in ¢ 4+ 1
non € equivalente. Si preferisce, infatti, il primo caso poiché sappiamo che con
il passare del tempo maturano interessi. Se r ¢ il tasso di interesse (dall’inglese
«rate»), investendo l'importo Ry, al tempo ¢+ 1 si ottiene un importo R;11 pari
all’iniziale importo R; aumentato dell’interesse R;r:

Rt+1=Rt+RtT:Rt(1+T‘).

Questa stessa relazione ci permette di calcolare il valore attuale (cioé in ¢)
di un importo disponibile in ¢ 4 1:

:Rt-l—l
147

Ry

Se 'importo R;11 é aleatorio, come abbiamo visto nel paragrafo precedente,
la relazione dello sconto vale in termini di valore atteso:

R
147"

Rt:]Et|:

1.3 L’assicurazione

Immaginiamo di possedere un bene il cui valore oggi ¢ X;. Tale valore, domani,
pud rimanere inalterato oppure subire una perdita. Questa situazione viene
rappresentata nella forma seguente:

Xe p
Xt+1 _ t 1
aXy 1—p

dove 0 < o < 1 e py € la probabilita di non subire perdite.
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Tabella 1.1: Confronto fra due strategie: assicurarsi e non assicurarsi

Strategia Ricchezza in ¢ Ricchezza in t + 1
X
Non assicurarsi X X1 = toon
OéXt 1-— P1
Assicurarsi X —m X,

Il valore atteso in t di questo bene &
Et [Xeta] = Xep1 +aXe (1 —p1) = Xe (1 —a) p1 + ).

Se sottoscriviamo un contratto di assicurazione paghiamo in ¢ un premio
(che indichiamo con 7;) e, al tempo ¢ + 1, I’assicurazione si impegna a pagarci
quanto abbiamo perso nel caso in cui si sia verificata la perdita (il «sinistroy).

Il valore di quanto ci paga l’assicurazione in ¢t 4+ 1, quindi, & una variabile
aleatoria che puo essere rappresentata nel modo seguente:

Tt4+1 = 0 b1
t+1 =
1-a)X; 1—p

Assicurarsi, quindi, significa pagare in ¢ I"importo m; e ricevere, in ¢t + 1,
I'importo aleatorio my41. Se in ¢t possediamo il bene X, il suo valore viene
ridotto del premio 7, mentre in ¢ + 1 il valore X;;; & aumentato di mpyq. Al
tempo t, quindi, possediamo

Xt — T,
e al tempo t + 1 possediamo
Xt +0 Xy
Xig1 + M1 = ! p1 = t P = X;.
aXi+(1l-a) Xy 1—-m Xy 1-p;

Osserviamo, cosi, che assicurarsi significa trasformare la variabile aleatoria
X;+1 in una variabile deterministica (in questo caso uguale a X;). Mediante
I’assicurazione il rischio economico della perdita ¢ stato trasferito alla compagnia
di assicurazione. In cambio di questa certezza, pero, il valore attuale del bene
X; é stato ridotto del premio 7.

Un soggetto economico che deve decidere se assicurarsi oppure no, quindi,
deve fare il confronto tra le due situazioni illustrate nella Tabella 1.1 dove si
nota che, mediante 1’assicurazione, & stato eliminato il rischio e si subisce una
perdita sicura (pari a 7¢) invece di subire una perdita solo potenzialmente.

Sono disposto a trasformare una perdita solo potenziale in una perdita certa
solo se la perdita certa é piiut piccola della perdita potenziale. In altri termini
un soggetto pud decidere di assicurarsi solo se vale

T < (]. — OZ)Xt.

Effettivamente vedremo che questa condizione é rispettata.
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1.4 Determinazione del premio di assicurazione

Il premio é stabilito dalla compagnia di assicurazione in base alla probabilita
che il sinistro si verifichi e in base all’importo della possibile perdita.

Un caso tipico studiato in economia & quello del mercato di concorrenza
perfetta in cui 'extraprofitto delle imprese € nullo. Per determinare il premio
di equilibrio in un mercato di concorrenza perfetta, quindi, si annulla il profitto

dell’impresa di assicurazione. Il profitto atteso & dato da

E; |:7Tt - ft_:;] )

dove le spese della compagnia di assicurazione (7;4+1) sono scontate con il tasso
di interesse r perché disponibile al tempo ¢+ 1. Solo mediante lo sconto, infatti,
si possono mettere a confronto (e quindi sommare o sottrarre) due importi di
denaro disponibili in tempi diversi.

Il valore atteso di una differenza ¢ pari alla differenza dei valori attesi:

T, T,
]Et |:7Tt — 1:4:;:| :Et [ﬂ't] —]Et |:1:4:;:| .

L’importo del premio 7; & conosciuto in ¢ e, quindi, il suo valore atteso
coincide con il suo stesso importo. Sul secondo valore atteso, invece, occorre
domandarsi se il tasso di interesse r sia una variabile aleatoria oppure no. Per
ora ipotizziamo che r sia deterministico (fra un poco saremo in grado di eliminare
questa ipotesi semplificatrice).

Conoscendo come é distribuito 741 e avendo r deterministico, il valore atteso
diviene

s 1
E; |:7Tt - 11‘;:174} = Tt — mEt [7Tt+1]
1
= Wt—m(opl-F(l—a)Xt(l—pl))
(1—a)X:(1—p1)

= T+ —
k 1+7r
Se l’assicurazione richiede il premio che annulla il profitto, allora possiamo
concludere che il premio é pari a
(1-—a)X:(1—p1)

Tt — 1+r .

Vediamo cosi che:
e il premio aumenta all’aumentare della potenziale perdita (1 — «) Xy;
e il premio aumenta all’aumentare della probabilita della perdita (1 — p1);

e il premio aumenta al diminuire del tasso di interesse.
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Notiamo che il premio ottenuto in questo paragrafo rispetta sempre la condizione
scritta alla fine del pragrafo precedente affinché non sia palesemente privo di
convenienza assicurarsi:

T < (]. — 0[) X;.

1.5 Le preferenze e I'utilita

Ricordiamo, dallo studio dell’economia politica, la relazione di preferenza (de-
bole), indicata con il simbolo »=. Se un bene z é preferito a un bene y, allora si
scrive

T = y.

Definizione 1 (razionalitd). Le preferenze di un individuo si definiscono «razionalis»
se sono:

1. complete: posto di fronte a un’opzione, I'individuo é sempre in grado di
scegliere (cioé vale x > y, oppure y = x, oppure valgono entrambe, cio¢
lindividuo & indifferente tra x e y e si indica con x ~ y);

2. transitive: se un individuo preferisce il bene x rispetto al bene y e
preferisce il bene y rispetto al bene z, allora deve preferire x rispetto
a z:
TZY, Y mz=>T = 2.

Le ipotesi alla base della razionalitd sono le pitt «deboli» che si possono
fare e, tuttavia, non permettono di modellare in modo «utile» le preferenze dei
consumatori. Ci serve un’ulteriore condizioni.

Definizione 2 (continuitd). Dati tre beni z, y e z in modo che z sia preferito a
y e y sia preferito a z, le preferenze sono continue se esiste una combinazione
di x e di z che ¢ indifferente a y:

xryrz=3Jac0,1]:y~ar+(1-a)z.

Questa condizione richiede che non vi siano «salti» nelle preferenze, cioé
che sia possibile combinare i beni tra loro in tutti i modi e in tutte le quantita
possibili. Se un soggetto é razionale e le sue preferenze sono continue, allora si
puo ottenere il seguente risultato fondamentale.

Teorema 1 (utilitd). Se le preferenze di un soggetto sono razionali (cioé com-
plete e transitive) e continue, allora esiste (almeno) una funzione, detta
«funzione di utilitay, tale che se x é preferito a y, allora il valore della fun-
zione in x & maggiore del valore della funzione in y. Chiamando U la funzione
di utilita, si ha

r=y<=U(x)>U(y).
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La funzione di utilitd & particolarmente utile perché permette di studiare le
preferenze attraverso gli usuali strumenti del calcolo (si utilizzano, soprattutto,
le derivate).

Dalla relazione U (x) > U (y) capiamo che la funzione di utilita non & mai
unica. Qualsiasi trasformazione monotona crescente che, quindi, lascia invariata
questa relazione, infatti, pud generare una nuova funzione di utilitd. Per esem-
pio, utilizzando entrambi i membri come esponenti di una funzione esponenziale,

si ottiene la relazione
REUCIES eU(y)’

che & necessariamente verificata (dato che vale la precedente). Anche la trasfor-
mazione esponenziale, quindi, & una buona funzione di utilita.

Osservazione 1. Il valore assunto dalla funzione di utilita & del tutto irrilevante
per analisi economica. Era un’idea dell’Ottocento che il valore di U (z) potesse,
in qualche modo, dare un’idea di livello di «gradimento» del bene x. Questo
approccio ¢ detto dell’utilitd «cardinale» poiché pretende di dare all’utilita
stessa dei precisi valori numerici (mediante numeri cardinali). Vilfredo Pareto,
invece, mostrera che la funzione di utilita ha il solo scopo di mettere in ordine
i beni in base alle preferenze e, quindi, ha esclusivamente valore «ordinaley.
Qualsiasi funzione che lasci invariato 'ordine delle preferenze, quindi, ¢ una
buona funzione di utilita.

Per poter sfruttare la funzione di utilitd anche in un contesto aleatorio (come
quello dei mercati finanziari), occorre capire come scrivere 'utilitd quando il
bene = pud assumere valori diversi a seconda dello stato del mondo in cui ci si
trova.

Definizione 3 (indipendenza dalle alternative irrilevanti). Prendiamo due in-
siemi formati dagli stessi beni. Nel primo insieme aggiungiamo il bene = mentre
nel secondo insieme aggiungiamo il bene y. Se z & preferito a y, allora un
soggetto deve preferire il primo insieme rispetto al secondo:

rryacl]l<—=ar+(l-a)zzay+(1—a)z.

Se, oltre alle condizioni gid viste in precedenza, vale anche quest’ultima di
indipendenza dalle alternative irrilevanti, si ottiene il seguente risultato.

Teorema 2 (utilitd attesa). Se le preferenze sono razionali (cioé complete e
transitive), continue e indipendenti rispetto alle alternative irrilevanti, allora
esiste (almeno) una funzione, detta «funzione di utilita attesas, tale che se
x ¢ preferito a y, allora il valore atteso della funzione in x é maggiore del valore
atteso della funzione in y:

rzy<=EU@)]=2E[U(y).

Questo risultato ¢ dovuto a Janos von Neumann (matematico e informati-
co ungherese — 1903-1957) e Oskar Morgenstern (economista austriaco — 1902-
1977). Anche nel caso dell’utilita attesa, la funzione U non & unica. Tuttavia,
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Tabella 1.2: Relazioni tra preferenze e teoria dell’utilita

Preferenze Utilita Utilita attesa
(ta N)
Complete
ovale z = y
oppure y = T
o entrambe
(@ ~y)
Transitive = Razionali
sexr =Y,y =%
allora x = z
Continue = 3JU :
datiz =y = 2 Ty
Ja e [0,1]: y ~ =
ar+(1—a)z U(x)>U(y)
= 3dU :
T =y
<~

EU(z)] 2E[U ()]

in questo caso, non €& piu possibile adottare qualsiasi trasformazione monotona,

ma, si pud sfruttare solo una trasformazione lineare (il valore atteso, infatti, & un

operatore lineare e resta invariato solo se vi si applicano trasformazioni lineari).
Tutti i risultati presentati fino a qui sono riassunti nella Tabella 1.2.

1.6 L’avversione al rischio e 'utilita

Immaginiamo che la ricchezza R possa assumere due valori diversi (cioé vi sono
due stati del mondo):
R= {Rl? b,

Rz, 1—p.

Il valore atteso della ricchezza, ovviamente, ¢ compreso tra Ry ed Ry (come
si vede nella Figura 1.1). Se un soggetto si trova nel primo stato del mondo la
sua utilita ¢ U (R1), mentre se si trova nel secondo stato del mondo & U (Rs). 1l
valore atteso dell’utilitd, quindi, si trova sul segmento che congiunge questi due
valori dell’utilita (come in figura) poiché il valore atteso ¢ una trasformazione
lineare.
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Figure 1.1: Comportamento di una funzione concava

Funzione di utilita

=Y
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Se invece di ricevere la ricchezza R, oppure la ricchezza Ro un soggetto riceve
per certo il valore atteso E [R], egli avra 'utilita U (E [R]) che, ovviamente, non &
pit un’utilita attesa. Un soggetto si definisce «avverso al rischio» se preferisce
ricevere, con certezza, il valore atteso di una lotteria anziché partecipare alla
lotteria. Un soggetti, quindi, & avverso al rischio se vale

U (E[R)) > E[U (R)]. (1.1)

In questo caso, quindi, la funzione di utilita giace al di sopra del segmento che
collega i due punti Ry e Ry. Questa é esattamente la definizione di «concavitas
di una funzione (una funzione é concava quando, presi due punti qualsiasi, essa
giace sempre al di sopra del segmento che congiunge i due punti). Inoltre, Jensen
ha dimostrato che la disequazione precedente vale se e solo se la funzione di
utilita & concava (cosiddetta «disequazione di Jenseny).

Possiamo cosi concludere che:

e un soggetto & «avverso al rischio» se e solo se la sua funzione di utilita &
concava;

e un soggetto & «propenso al rischio» se e solo se la sua funzione di utilita
€ convessa;

e un soggetto & «indifferente al rischio» se e solo se la sua funzione di utilita
é lineare.

1.7 1l «certo equivalente»

Riprendendo la disequazione (1.1), possiamo trasformarla in una equazione sot-
traendo un importo un importo (positivo che chiamiamo y) dall’argomento
dell’utilitd nel membro di sinistra:

U(E[R] —x) =E[U (R)].

Per avere un’uguaglianza anziché una disequazione, infatti, occorre ridurre
un po’ la somma certa. Il valore atteso diminuito di y viene definito «certo
equivalente» poiché é il valore «certoy la cui utilita é uguale all’utilita attesa
di una variabile aleatoria. Il parametro x svolge il ruolo di un premio di assicu-
razione: esso & la somma massima che si é disposti a pagare per essere liberati
dal rischio.

Se una compagnia di assicurazione operasse in un mercato di monopolio
potrebbe imporre all’assicurato un premio pari a Y, cioé il massimo premio
possibile. Se invertiamo la funzione di utilitd possiamo ottenere il premio y
come segue:

X =E[R]- U~ (E[U (R))).

Da questa relazione capiamo che il premio é un po’ pit basso rispetto al
valore atteso della ricchezza futura e la riduzione del valore atteso dipende dalla
forma della funzione di utilita.



